
  数理方程

 偏微分方程定解问题

 三个基本方程

 弦振动方程  波动方程类

 一维热传导方程  热传导方程类

 拉普拉斯方程  场位方程类

 定解条件

 初值问题  给定t=0时的值

 边值问题

 给定在边界上的值
 第一类

 第二类

 第三类

 混合问题

 求解较基本的方程

 一阶线性偏微分方程的特征线求解方法

换元

选取 使 任取

 定理

是常微分方程

的隐式解，则 是右式的解

 n元情况下方程如下，可以得出n-1个彼此独立的
 首次积分

 两个自变量的二阶线性偏微分方程 换元令 或 为

判别式

双曲型
和

可以解出两族实特征线

此时

抛物型
对应唯一特征线族，任取另一不相关变量

此时

椭圆型

和

对应两族共轭形式隐式解

用 和 换元，此时

 弦振动方程

 自由弦振动
 边界条件

 D'Alembert公式

当 和 均为奇 偶 函数，解也为奇 偶 函数

 弦的纯受迫振动

 解为

其中

 齐次化原理

为线性偏微分算子 其解

 分离变量法  固有值问题  S-L定理

标准形式

假定满足 在 上 且

在 上连续 而且在端点处至多是一级极点 如

 附加五种边界条件之一

或 且 在 点 或 点 连续时候，

对 可给出第一、二、三类边界条件形成固有值问题

当 还可以附加周期性条件

当 在某端点为 如 则在点 可以附加自然边界条件

 结论

 可数性
存在可数无穷多个固有值 且

除了附加周期性条件外 每个固有值只有唯一的固有函数与之对应

 非负性
有固有值 的充分必要条件是

且在 两端都不取第一三类边界条件 此时固有函数是非零常数

 正交性

设 则相应的固有函数 在 上带权正交

 完备性

固有函数系 是完备的 对任意 可以展开为

 非齐次问题

 方程非齐次，边界条件为齐次

 特解法

 叠加原理结合齐次化原理  拆分为齐次方程非0初值条件和非齐次方程0初值
 条件，后者用叠加原理解决

 固有函数展开法(Fourier方法)  用齐次方程齐次边界条件解出在该区间和内积下
 的基函数组，将非齐次的分解转化为单变量问题

 非齐次混合问题，边界条件也非齐次

 先把边界条件齐次化

设 或 满足边界条件 求出

作代换 这样 满足的是齐次边界条件的混合问题

 基本解方法

 Lu=0型方程基本解

 基础定理
考虑求解非齐次方程

基本解方程是

如果 是基本解方程的解

则 是原方程解
 基本解只需要一个特解

 常用基本解结论

 有中心对称形式解

 有中心对称形式解

 边值问题的Green函数法

 引理 第一类边值条件下G具有对称性 

 三维Poisson方程的第一边值问题  对应Green函数G

 求Green函数方法

 镜像法 可视为在点 的电量 的电荷产生的电势

 保形变换法

设 为 平面上一个单连通区域

若 是把 映为 平面单位圆 并把 映为 的保形变换 则

是平面区域 上的 函数

 Fourier方法
 利用Green函数边界条件，建立同样边界条件下
 的固有值问题，得到完备的固有函数系，将
 Green函数展开求系数

 初值问题的基本解法

型方程  基本解问题

型方程  基本解问题

 积分变换方法

 Fourier变换

 定义

 正变换

 反变换

 主要性质

 线性性质

 频移性质

 微分关系
假定

 卷积性质

 积分性质

 高维Fourier变换

 正变换

 微分性质

 反变换

 正余弦变换  定义 是定义在半无界区间 上的函数

 正弦变换

 余弦变换

 Laplace变换

 定义 其中 是复变量  处理半直线上的问题

 基本性质

 线性性质

 位移定理

 像函数微分法

 微分性质

 本函数积分法

 卷积性质

 延时定理

 常用结果

其中 为 所有奇点

 特殊函数

 引入
 Helmholtz方程

 柱坐标下分离变量  Bessel方程
 ν阶Bessel方程

 球坐标下分离变量  Legendre方程

 m阶伴随Legendre方程
 Legendre方程

 Bessel方程

 级数解

 Bessel函数

不是非负整数 时

是非负整数 时

 Bessel函数  性质 

 递推性质

 渐进性质

 零点和震荡性
及

都有无穷可数个非负零点 分布在 内

 整数阶Bessel函数的母函数和积分表示

 固有值问题

 模型为

令 记 上述方程变为标准 方程

 满足

方程实根为

固有值 固有函数

 广义Fourier展开 或  模的平方

 第一类边界条件下

 第二类边界条件下

 第三类边界条件下

 Legendre方程

 级数解

时存在有界解 在 有界

 Legendre函数

可以由 通过 公式生成

注意 是无界解

 Legendre函数

 表示

 微分表示

 二项式展开表示

 积分表示

 母函数表示

 性质

 奇偶性

 次数性质 是 次多项式

 特殊点函数值

 递推公式

 模的平方

 正交性

 广义Fourier展开

 伴随Legendre方程

是 方程的解，则

满足伴随 方程 为非负整数

为第一类 阶伴随 函数

是 阶伴随 方程在 的有界解

类似定义第二类 解伴随 函数

当

当
 可以广义Fourier展开

 Laplace方程解

 无限长柱形

 球坐标


